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— Céac bai toan to hop luon la mot bai toan bit budc phai c6 trong dé thi hoc
sinh gidi cap qudc gia va qubc té ciing nhu trong dé thi chon doi tuyén ciia céc
tinh. Thong thuong cidc bai todn nay déu dugc xem & mic do kho. C6 nhiéu
nguyén nhan hoc sinh gidi khong t6t phan nay nhu: hoc sinh khong dugce trang
bi kién thiic vé to hop mot cach bai ban; gido vien day duge phan mon nay &
cac trudong rat it; cac bai toan to hop doi héi hoc sinh phai tong hop nhiéu ki
nang va kha nang suy luan logic,. ..

— Phuong phap giai cac bai toan to hop kha da dang: bao céc cac nguyén ly
Dirichlet, nguyén 1y cuc han, quy nap, phan ching, nguyén 1y bat bién va don
bién, nguyén 1y trung binh, cac phuong phap dém nang cao: truy hoi, anh xa,
ham sinh, va cac ki ning lam viéc trén cidc ddi tugng. Tai lieu gidng day hoc
phan nay trén thi truong hién tai van chua c6 mot tai lieu nao chinh théng co
thé tham khéo t6t cho hoc sinh va gido vien. Tai lieu tiéng Anh c6 nhiéu, nhung
dé doc hiéu dugc thi doi héi ngusi gido vien phai c6 mot trinh do tiéng Anh
nhét dinh, vi phan mon nay dung ca ngon ngit doi thuong va ngon ngit chuyén
mon, gay khé khan nhiéu cho ngudi doc néu ngoai ngtt khong tot.

— Vi xu huéng thé gidi, cac dé thi hoc sinh gi6i cap qubc gia va qubc té tap trung
rat nhiéu vao t6 hop. Cac bai toan to hop doi khi giai quyét mot van dé t6i wu
trong cuoc song. Viec viét ra mot tai lieu dé giang day cho hoc sinh giéi bac
trung hoc phd thong (c6 thé tham khao day cho cic em hoc sinh giéi cip trung
hoc co s8) 1a viéc lam cap thiét va c6 tinh thyc tién cao. Trude nhu cau nhu
vay, bang kinh nghiém gidng day nhiéu nam & phan mon nay, toi quyét dinh
dau tu dé viét chuyen dé trén nham &p dung hiéu qua cho cong tac bodi dudng
hoc sinh giéi.

— Viét mot dé tai phuc vu cho nhieu déi tugng khac nhau 1& mot viéc khé khan.
Kho khan dau tien 1 xac dinh kién thic day nén tang 6 mitc do ndo. Can trang
bi nhitng kién thitc va k¥ nang ciing nhu nhitng dang toan nao dé hoc sinh cé
thé tiép thu va phat trién dugc chuyéen dé. Khi da day nén tang xong, thi day
nang cao tiép theo 1a gi, b6 sung thém cai gi ciing la viéc phai suy nghi.

Ditng truée thuc té do, toi da nghién cttu va dua ra gidi phap cho viéc gidng day noi
dung nay dat hieu qua hon. Nhitng diém méi ma sang kién nay da lam dude so véi
cac tai liéu hién hanh la:

+ Xdc dinh 16 kién thic va ki nang day nén, day nang cao va nhiing bién thé cia
phuong phdp dém bang hai cdch.

+ Chi ra cdc diéu kién can c¢é ctia moi bai todn dé co thé tiép can bang phuong
phdp nay.

+ Xay dung mot hé thong cac vi du va bai tap tu gidi di dé hoc sinh hiéu vé phuong
phdp va van dung vao gidi toan dugc.




Tién trinh xay dung bai gidng nay minh hoa céc diém méi clia sang kién da duge dé
cap G trén.

DEM BANG HAI CACH

bat A ={a1,a2,...,am}, B={b1,ba,...,b,} 1a hai tap hgp hitu han. Tich Decartes
clia hai tap A va B 1a tap cac cap sap thi tu dang (a;, b;), nghia la

A x B ={(a;,bj)|1 <i<m,1<j<n}
Cho S la tap con ctia A x B. V6i moi a; € A dat
S(a;,*) = {(a;,b) € S}

va v6i moi b; € B dit
S(x,b;) = {(a,b;) € S}.

Dinh ly Fubini
Cho m va n 1a hai s6 nguyen duong, dit A = {a1,az2,...,am}, B ={b1,ba,...,b,} 1a
hai tap hop hitu han. Gia st S 1a mot tap con cia A x B, khi d6

S = D 15( byl = D IS(ais ).

Ching minh. Xét ma tran sau day

ail a2 -+ Qip
M = azi ag22 -+ QA2p
am1 am?2 e Amn

1 néu (ai,bj) eSS
;i =
! 0 trong cac truong hgp khac.

Khi d6 |S(*,b;)| la tong cha cac s6 & cot thi j. Tuong tu |S(as, *)| 1a tong cac s6
n

n
¢ dong thi i. Do d6 ca Z 1S (%, b;)| va Z |S(a;, )| 1a tong ctia tat ci cac sb trong
toan bo ma tran M, nén phai bang nhau. Tt d6 ta c6 diéu phai chitng minh. O

Nhitng bai todn nao cé thé gidi duoc bai phuong phdp nay. Thong thuong phdi la
nhiing bai todn lien quan dén hai doi tuong A va B:

o Moi phan tit a € A c6 quan hé vdéi mot so6 phan ti b € B.




o Mdi phan tit b € B phdi c6 mot quan hé vdi mot so phan ti a € A.
1. CAC Vi DU DAY NEN

VI DU 1. Mai hoc sinh 16p 12A quen véi ding 9 hoc sinh ctia 16p 12B, mdi hoc sinh
16p 12B quen véi ding 8 hoc sinh ctia 16p 12A. Biét ring tong sé hoc sinh ctia hai l6p
13 85. Tinh s6 hoc sinh clia mdi 16p.

Bai todn cé hai dau hiéu quan trong:
e Moi hoc sinh lép A quen vdi ding 9 hoc sinh lép B.
e Moi hoc sinh l6p B quen vdi ding 8 hoc sinh I6p B.
Gidi. Ta dém s6 lugng tap hop
N ={(a,b) : a € 12A,b € 12B, a,b quen biét nhau}.
Goi m,n lan lugt 1a s6 hoc sinh 16p 12A va 12B thi ta c6 m + n = 8b.

e Dém theo a: c6 m cach chon a. Vi mdi cach chon a ¢6 9 cach chon b. Do dé
|IN| = 9m.

e Dém theo b: c6 n cach chon b. Vi mdi cach chon b ¢6 8 cach chon a. Do dé
|IN| = 8n.

Vay ta dudc 9m = 8n. Tu day két hop véi m + n = 85, gidi ra m = 40,n = 45. 0

Vi DU 2. Trong mot 16p hoc ¢6 b gido vién va ¢ sinh vién théa méan hai dieu kién
duéi day:

1. Mdi gido vién day dung k sinh vién;
2. V6i hai sinh vién tuy ¥, ¢6 ding h gido vién day ho.

. b -1
Chitng minh rang y = %

Bai todn cé hai dau hiéu quan trong:

e Glido vién vdi hoc sinh: moi gido vién day ding k sinh vién.

e Hoc sinh vdi gido vién: hai sinh vién tuy v, co ding h gido vién day ho.
Gidi. Ta dém s6 luong tap hop

M ={((A, B),T)| gido vien T day ca hai sinh vién A, B}.




1. Dém theo chi s6 (A, B). S6 cach chon cip sinh vién (A, B) trong sb ¢ sinh vien
1a (g) Lay mot cap sinh vien (A, B) trong s6 do, thi theo gid thiét thit 2, c6
chinh xac h gido vién day ho, tic la c6 h cach chon T'. Do d6

s ()

2. Dém theo chi s6 T. Theo gid thiét bai toan, c6 b cach chon T. V6i mot gido
) k
vién T trong so do, thi do T" day dung k sinh vién, nén sé co (2) cach chon
cap sinh vién (A, B) dé T day ca A va B. Do vay

- )

Tong hgp hai cach dém trén suy ra duge
k c
b =h =
(o) =)
VI DU 3. Cho n > 1 1 s6 tu nhien. Ching minh ding thic sau

2 2 2 2
n n n T n\" _ 2n
0 1 n nj)
Vé phdi ciia ddng thic la s6 cdch chon n phan tié trong tong sé 2n phan ti phan
2
. n n n .
biét. Nhung o0 vé trdi, voi chi v (l{;) = (k) ( k)’ tic la cung chon ra n phan
n J—
i, nhung mot loai chon k phan ti, mot logi chon n — k phan ti. Do vay ta chia 2n
doi twong thanh hai logi, moi doi tugng mot logi.

Gidi. Ta phat bicu bai toan dém sau: "C6 2n hoc sinh, gom n hoc sinh trudng A va
n hoc sinh truong B. Hoi c6 bao nhiéu cach chon ra n hoc sinh di tham du dai hoi
thanh nién tién tién".
Ta gidi quyét bai toan trén theo hai cach dém sau.

. 2n
Cach 1. SO cach chon ra n hoc sinh tu 2n hoc sinh la ( )

n

Céch 2 Ta thiyc hién phép dém phitc tap hon nhu sau:

2
e Lay ra 0 hoc sinh nam, va n hoc sinh nit c6 (g) : (n) — (g) ;
n




1 n—1 1
. --------------------------------------------------------------- ;
n n n\’
e Lay ra n hoc sinh nam, va 0 hoc sinh nit c6 ( ) . ( ) = ( ) .
n 0 n
Vay tong sb cé
2 2 2
(Y
o) () =)
cach chon. T hai cach dém trén ta c6 diéu phai chiing minh. O

VI DU 4. Mot cuoc hop ¢6 12k ngudi va mdi ngudi bit tay véi ding 3k + 6 ngudi
con lai, véi k nguyén duong. Biét rang v6i moi cach chon cip hai nguoi, sé6 nguoi bat
tay vdi cd hai 14 nhu nhau. Tinh s6 ngudi trong cudc hop.

Bai toan nay co hai yéu to quan trong

o Mobi nguoi bdt tay vdi 3k + 6 nguoi, do dé moi nguoi sé khong bdt tay vdi
12k — 1 — (3k + 6) = 9k — 5 nguoi.

o Moi cip hai nguoi (A, B) tuy 4, thi s6 nguoi bdt tay vdi cd hai la nhu nhau.
Diéu nay ding cho cd cdp (A, B) ma A khong bat tay B.

Chitng minh. Ta sé dém s6 luong tap hop, v6i A, B, C 1a cac ngudi trong cudc hop
Z ={((A,B),C)| A, B khong bat tay nhau, C' bat tay v6i cd A va B}.
1. Dém theo chi s6 (A, B).
e Dau tién chon ngudi A. C6 tat ci 12k cach.
e V6i mdi cach chon A, chon ra nguoi B khong bat tay véi A, s6 cach 1a

12k —1— (3k +6) = 9k — 7.

e Khi c6 ciip (A, B), theo gia thiét bai toan, s6 ngusi bat tay vdi ca hai ngudi
nay 1a nhu nhau v6i moi cach chon (A, B). Goi dé 1a m.
Nhu vay ta duge |Z| = 12k(9k — 7)m.
2. Dém theo chi so6 C.
e Dau tién chon ra nguoi C tuy ¥, c6 12k cach chon.

e Tiép theo, chon ra mot ngudsi A ma C bat tay v6i A, c¢6 3k + 6 cach chon
A.




e Cudi cling, chon ra nguoi B bat tay v6i C' nhung khong bat tay véi A. Ta
thay rang c6 m nguoi bat tay véi cd A, C nén c6 3k +5 — m ngudi bat tay
v6i C' nhung khong bat tay véi A.

Do dé6

Z| = 12k(3k + 6)(3k + 5 — m).
Tong hop hai cach dém trén, ta duge

3(k +2)(3k +5)
12k — 1 '

12k(9k — 7)m = 12k(3k +6)(3k +5—m) = m =

Vi m 14 s6 nguyén duong, do dé vé phai 1a s6 nguyeén duong. Dung phép chia da thiic
ta tim dugc k = 3, va khi d6 m = 6. Vay s6 nguoi trong cudc hop 13 36. Cau hinh
dudi day 1a mot truong hop théa man (sdp xép 36 ngudi nay trén bang 6 x 6, va moi
nguoi mac mot mau do nhu chi ra. Moi nguoi chi biét cdc nguoi trén cung dong hodc

trén cung cot hodc mdc cung mau do). Ol
R|O|Y | G|B|V R=mau doé
VIR|O0O|]Y|G|B O=mau cam
BIVIR|O|Y |G Y=mau vang
G|B|V| R|O0]Y G=mau xanh
Y|G|B|V|R|O B=mau xanh duong
OlY| G|B|V]|R V=mau tim

VI DU 5. Cho sb ty nhién n > 1. Mot hoan vi cta tap A = {1,2,3,...,n} dudc goi
12 hoan vi ¢b dinh a € A néu nhu phan tt a & nguyén vi tri cil clia né trong hoan
vi mdi (néu f 14 mot hoan vi ¢6 dinh a thi f(a) = a). Ki hieu P, (k) 1a 6 hoan vi ¢6
dinh dung k phan tit ctia A. Chitng minh rang:

> k.Py(k) =nl.
k=0

Nhu ta da biét, tap A cé n! hodn vi. D 4 hai thong tin quan trong:
o Mot phan tit a € A ¢6 thé la phan ti& c6 dinh cia nhiéu hodn vi f.
o Trong mot hodn vi f cia A c6 thé cé nhiéu phan ti ¢ dinh a.

Gidi. V6i mdi phan tt x € A va mot hoan vi f trong tap P, cac hoan vi clia A. Ta
di dém s6 lugng tap hop

M = {(z, f)| phan t& z & diém cb dinh ctia hoan vi f}.

1. Dém theo phan ti . C6 n cach chon phan td x € A. V6i mdi phan tit x € A
cho truéce, c6 tat ca (n — 1)! hodn vi nhan z lam diém ¢6 dinh (tic ¢6 (n — 1)!
cach chon f). Do d6

|M|=nx (n—1)!=nl




2. Dém theo hodn vi f. V6i k c6 dinh, xét hoan vi f € P,(k). Ro rang c6 P, (k)
cach chon hoan vi f. V6i mdi hoan vi f € P, (k) cho trude, thi f c6 k diém cb
dinh 1& z1, 29, ..., 2. Tic 1a ta c6 k cach chon phan ti z. Do d6

(M| = k.P,(k).

Tong hop hai cach dém trén ta c6 diéu phai ching minh. O

VI DU 6. Bén trong hinh vuong cho 1000 diém. Trong s6 1004 diém (1000 diém
bén trong hinh vuong va 4 diém 13 bén dinh ctia hinh vuéng) khong c6 ba diém nao
thang hang. Ta ndi cac cip diém trong 1004 diém nay bdi cac doan thang sao cho
hinh vudng bi chia hoan toan thanh cic tam giac nho hon (céc canh ctia cac tam giac
nay la cac doan thing dugc néi va ké cac cac canh ciia hinh vuong ban dau, va bat
cit hai doan thing nio déu khong c6 diém chung, ngoai trit diém dau miat). Tim s6
cac doan thing va sd cac tam giac dude chia 6 hinh thu dugce?

Mot diém ndm trong hinh vuong la dinh cia nhiéu tam gidc. Do tong tat cd cdc
goc chung nhau mot dinh bang 360°, nhung cdc géc nay lai nam trong nhimg tam gidc
khdc nhau. Do dé tinh tong cdc goc cé chung dinh theo hai cich khdc nhau la chia
khoa gidi bai todn.

Gidi. Gia st c6 tat ca [ doan thing va k tam giac & trong hinh. Trudc tién ta di dém
sb tam giac trong hinh.
Cdch 1. Méi tam gidc cé tong cic géc trong bing 180°. Do cé tat ca k tam gidc nén
téng cac goc trong clia tat cd k tam giac (ciing 1a tong tat ca cac goc clia 1004 diém)
1a

k x 180°.

Cach 2. Moi diém trong hinh vuong cé tong tat cd cic goc c¢é dinh la diém dé bing
360°. Vi c¢6 1000 diém trong hinh vuong, nén tong tat cd cac goc cia 1000 diém la
1000 x 360Y. Ngoai ra c6 4 dinh la 4 dinh ctia hinh vuong, tong tat ca cac géc co
chung dinh 1a dinh ctia hinh vuong bing 90°, do dé téng tat ca cac goc clia 4 dinh
hinh vuéng bing 4 x 90°. Tt d6 tong tat ca cac goc ctia 1004 diém trong hinh 1

1000 x 360° 4+ 4 x 90°.
Tt hai cich dém trén suy ra
k x 180° = 1000 x 360° + 4 x 90° — &k = 2002.

Ta di dém sb cic doan thing.

Céch 1. Vi c¢6 k tam giac, moi tam gidc c6 ba canh, nén cé téong cong 3k canh trong
k tam giac (c6 mot s6 canh duge tinh hai lan).

Cach 2. M6i mot doan thang duoc noi & trong hinh vuong la canh chung ctia hai tam
gidc va moi canh cia hinh vuong la canh cia mot tam gide. Do d6 c6 tat ca 1a 21 + 4




canh.
Tt hai cich dém trén suy ra

3
3k=20+4 = l:§/€—2:3001.

O

Vi DU 7. Xét mot nhém n ngudi véi n nguyén duong va n < 475. Hai nguoi bat
ky trong nhém quen nhau hodc khong quen nhau. Biét rdng ton tai s6 nguyén duong
m > 10 sao cho c6 thé chia nhém nay thanh m nhém nhé phan biét, danh sé tit 1
dén m sao cho: mdéi ngudi nhém ¢ quen véi ding j ngudi 6 nhém j véi ¢, j phan biét
thuoc {1,2,...,m}. Tim gia tri 16n nhét c6 thé c6 ciia n.

Bai todn nay cé gid thiét thiét tuong tu nhu vi du 1, vdi thong tin quan trong
"mgudi & nhém i quen vdi ding j ngudi & nhém j. Va ciing hoan toan giong vi du 1,
ta can phdi kiém sodt so lugng ctia moi nhom.

Chitng minh. Néu goi aq,as, . .., a100 lan luct 1& s6 hoc sinh ctia cac nhém 1,2,...,m,
theo gia thiét de bai
ai+as+ -+ a,;, =n.
Ta dém s6 luong tap hop
Z = {(ai,a;)| a; 1a ngusi ¢ nhém i quen véi a; la ngusi 6 nhom j,1 <i < j < m}.
Thyc hién dém giéng nhu vi du 1, ta dugc
|Z| = iaj :jai,

hay la

Tu do suy ra

ap  ag A, Q1+ a2+ -+ an 2n

12 m  14+24+---4+m  m(m+1)

m(m+ 1) m(m+ 1)

2
va n < 475 neén kiém tra truc tiép, ta thay gia tri 16n nhat ctia n 1a 468, tng véi
m = 12. ]

Cha y 1a m > 10 nén > 55. Do d6 n chia hét cho s6 c¢6 dang

VI DU 8. Cho da gidc 16i P ¢6 2018 dinh. Lay diém M nim trong da gidc P sao
cho M khong ndm trén mot duong chéo nao ciia P. Goi m la sb6 tam giac chita diem
M va c6 c& 3 dinh 1a dinh ctia P. Chitng minh réng m 14 mot s6 chin.




Gid thiét bai todn nay rat khé khai thdc, vi khong thay duge mot quan hé lién
thuoc nao 16 rang. Nhung néu dé 4 ky gid thiét: "diém M khong ndm trén bat kj mot
duong chéo nao”. Khi dé vdi hai duong chéo bat ky cia P, sé c6 ding hai tam gidc
¢6 ba dinh ndm trén P va chita M. Do dé ta sé di tinh so t& gidc chia diém M theo
s6 tam gidc chita diém M.

Gidi. Xét mot tam gide T tiy ¥ chia diém M va c6 ba dinh 1a dinh ctia P.

1. Mot méat, mdi dinh ctia P, ma khong thudc T, sé cung véi ba dinh ctia T tao
thanh mot ti giac 16i chita diém M va c6 ca 4 dinh déu la dinh ctia P. Vi thé,
tam gidc T cho ta 2015(= 2018 — 3) tit gidc chita diem M vi c¢6 ca 4 dinh la
dinh ctia P. Suy ra, tong so6 tit giac (ké ca lip) chita diém M va c6 ca 4 dinh 1a
dinh cta P la 2018.m.

2. Mat khac, vi diém M khong ndm trén bat ci duong chéo niao ctia P nén trong
moi t1t giac chita M va c¢6 ci bon dinh déu 1a dinh ctia P c¢6 ding hai tam giac
chia M va c6 3 dinh 1a dinh ctia P. Do d6 trong céch tinh trén, moi ti giac bi
tinh lap diang hai lan.

Tt hai cach dém trén, s6 t¢ giac doi mot khac nhau, ma méi ti¢ giac déu chita M va
. N 2015 x m ) s )
c6 ca bon dinh 1a dinh ctia P, bang —s T day suy ra m phai la so chan. Bai

toan duge chiing minh. O
VI DU 9. Cho tap hop X = {1,2,...,23} véi ho Q gdm k tap con c¢6 15 phan ti

ctia X, v6i k nguyén duong. Mot tap con B c¢6 16 phan tit cia X dudc goi 13 tap me
néu ton tai A € Q sao cho A C B. Goi d 1a s tat ci cac tap me ctia Q. Tim gia tri

/ d
nho nhat cta T

10



Quan hé trong bai toan nay cé hai dac diém:

Gias.

Néu tap B la tap me cia tap A, thi b6 mot phan ti& trong B sé thu dugc mot
tap con A.

Néu A la tap con cia tap me B, thi bang cdach thém vao A mot phan & ta dudc
tap B.

Ta dém s6 lugng tap hop
S={(A,B)| A€ Qva B latap me ctua tap A}.

Dém theo A: ta chon mot tap hop A trong Q, ¢6 k cach chon. S6 cach chon tap
me B ting v6i A bang s s6 cach chon thém mot phan tit nao d6 thuoc tap X\ A
cho vao A va bang 23 — 15 = 8. Do d6

S| = 8k.

Dém theo B: ta chon mot tap hop B tit tap me ciia © thi ¢6 d cach chon. Dé
thu dugc mot tap con cé 15 phan ti tit B, ta chi can loai di mot phan t trong
B va c¢6 16 cach: tuy nhién, tap hop mdi thu dugc cé thé thuoc hodc khong thuoc
X. Dan dén

|S] < 16d.

d _ 1 ) L
Nhu vay, ta thu duge 8k < 16d hay z > 5 Vi dang thitc xay ra khi ) chita het tat

. 23 23 .
ca cac tap con c6 15 phan tit cia X, khi d6 k = (15) va d = (16) nén ta ket luan

gia tri nhé nhat can tim 13 3 O

VI DU 10. Cho m,n la cac s6 nguyen duong (n > 2). Dat

S={1,2,...,mn}.

Dat T 1a tap cac tap con ciia S théa man 3 dieu kien:

1.
2.

3.

Mbi phan t ctia T' chita ding m phan ti;
MBbi cdp phan ti cia T' ¢6 nhiéu nhat 1 phan tit chung;

Mobi phan ti ctia S thuoc dung hai phan ti ctia 7.

a) Ching minh réng |T| = 2n;

b) Ching minh m < 2n — 1;

c¢) Véi mdi s6 nguyen duong n, chi ra mot cau hinh dé m = 2n — 1.

11



Cdc quan hé trong bai todn nay khd r6 rang. DEé ching minh 1 a ta dung hai gid
thiét 1 va 3, dé ching minh 4 b ta dung hai gid thiét 1,2. Xay dung mot cau hinh
trong té hop thi mot cach c6 thé hudng dén la hinh hoc.

Gidi. a) Ta di dém s6 lugng tap
Z={(a,A) acS,AcT,ac A}

(a) Dém theo chi s6 a. C6 mn cach chon a trong S. Chon mot phan tit a ¢d dinh,
theo gia thiét thit 3 c6 hai phan tit A trong T chita a, titc 1 ¢6 hai cach chon
A. Do dé6 |Z| = 2mn.

(b) Dém theo chi s6 A. C6 |T| cach chon tap A trong T. V6i méi tap A trong T,
theo gid thiét thit nhat |A| = m, do d6 ¢c6 m cach chon phan tit a trong S
(thuc ra la trong A) dé a € A. Do d6 |Z| = m.|T|.

Tt hai cach dém trén, suy ra

m.|T| = 2mn = |T| = 2n.

b) Ta di dém s6 lugng tap hop
K ={(a, (A, B))| phan tit a € S 13 phan t chung ctia hai tap A, B, v6i A, B € T'}.

(a) Dém theo chi s6 a. C6 mn cach chon phan tit @ € S. V6i mdi phan tt a cb
dinh, theo gia thiét thit ba, c6 duy nhat mot cach chon (A, B). Do dé6

| K| = mn.

. ) 2
(b) Dém theo chi so (A, B): Vi |T| = 2n nén c6 <2n> cach chon hai tap hgp
A, B trong T'. V6i hai tap A, B trong T, theo gia thiét thit 2, c6 khong qua
mot cach chon phan tit a dé a € AN B. Do dé

K| < <22”> = n(2n —1).

Tt hai cich dém trén suy ra

mn <ni2n—1)=m<2n—1.

c) Xét tap T gom 2n dudng thang, hai dudng thang bat ky trong T' déu cit nhau va
khong c6 ba dudng thang nao trong T ddng quy. Xét tap S la cac giao diém cia
. 2n . 2
cac dudng thang trén, khi do |S| = 5 | = n(2n — 1). Dé dang kiem tra cac tap
S va T thoéa man dé bai.
O
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Vi DU 11. Mot bang 6 vuong kich thude 15 x 15 duge chia thanh cac hinh vuong
don vi 1 x 1. Méi dinh ctia hinh vuéng don vi duge t6 bdi hai mau xanh hoidc do.
Ngudi ta thay cé tong cong 133 dinh mau dé. Trong s6 cac dinh mau dé cé 2 dinh
nam & vi tri géc ctia bang 15 x 15, v& ¢6 32 dinh nam trén canh ctia hinh vuong
15 x 15. Ngudi ta thiyc hién t6 mau cac canh ciia hinh vuong don vi theo quy tic sau:
Néu hai diém miat ctia né mau dé, thi canh ndi ching dude t6 mau doé; néu hai diem
mit ciia né mau xanh thi canh ndi ching dugc t6 mau xanh; néu hai diém dau mit
khéc mau thi canh dé duge t6 mau vang. Sau khi thyc hién viéc t6 mau cac canh,
ngudi ta dém duge cé tat cid 196 canh hinh vuong don vi dude t6 mau vang. Hoéi c6
bao nhiéu canh hinh vudéng don vi duge t6 mau xanh?

Phan tich kij ta thay bai todn tdp chung vao 133 dinh mau dé, vdi hai quan hé:
o Néu hai dinh la dé thi canh noi ching sé dugc to mau dé.

o Mot canh dugc to mau vang neu hai dinh cia né gom mot dinh mau do va mot
dinh mau zanh.

Do dé ta chi can dém so luong dinh mau dé theo hai cdch.

Gidi. Tong cong c6 480 canh hinh vuéng don vi trong bang vuong 15 x 15. C6 tat
cd 480 — 196 = 284 canh hoac 14 mau do hodc 14 mau xanh. Gid st ¢6 tat cad r canh
mau do. Khi dé ¢6 284 — r canh mau xanh.

Tiép theo ta di tinh "sy xuat hien" cac diém dau mit mau dé (déng vai tro 1a hai
diém dau mut ctia mdi canh don vi) theo hai cach khac nhau. Goi |S| 1a tong s6 "su
xuat hien" diem dau mat mau do.

Céch 1. M&i canh mau do sé kéo theo hai diem dau mat mau dé, mdi canh mau vang
c6 1 dinh mau dé, canh mau xanh khong c6 dinh dau mat mau dé. Do dé

|S| = 2r + 196.

(6 day cac dinh mau do co thé duge tinh lap lai vi né cé thé la dinh chung ctia nhiéu
canh mau do6 ho#ic mau vang).

Cach 2. Méi mot dinh mau dé ndm & goc clia bang 6 vuong duge tinh 1ip 2 lan (cho
hai canh xuat phéat tit dinh d6), méi dinh mau dé ndm trén canh ciia bang 6 vuong
duge tinh 1ap lai 3 1an, va mdi dinh mau dé nam bén trong bang 6 vuong duge tinh
lap lai 4 1an. Do d6

S=2x2+32x3+ (133 —2—32) x 4 =496.
Tu hai cach tinh trén ta dudc
2r + 196 = 496 = r = 150.

Vay c6 tat ca 284 — 150 = 135 canh mau xanh. ]

Dudi day la mot s6 bai tap tu gidi dé ren luyén them
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BAI TAP 1. Cho sb tu nhién n > 1. Ching minh ring

) ) s
) (§)2+2(;)2+...+n(g)2:n(fj_—ll).

BAI TAP 2. Trong mot rap xiéc, ¢6 n chi hé duge trang diém bing mot sb trong
tong cong 12 mau sd. Mi chi hé phai st dung it nhat 5 mau va khong cé hai cha

hé nao dudc trang diém bang cling mot tap hgp mau giéng nhau. Ngoai ra, mdi mau
phéi st dung bdi khong qua 20 cha hé. Tim gia tri 16n nhat cta n.

BAI TAP 3. Tai mot hoi nghi c6 100 dai biéu, trong dé c6 15 ngudi Phap va 85
ngudi Dtc. M&i ngusi Phap quen véi it nhat 70 dai biéu, mdi ngudi Dic quen véi
khong qua 10 dai biéu. Hoc duge phan vao 21 phong. Chitng minh ring ton tai mot
phong nao d6 khong chita mot cap nao quen nhau.

BAI TAP 4. Gia st S la tap hop hitu han cac diém ma mdi diém ctia né duge to
bdi mot trong hai mau: dé hodc xanh. Goi A, Ao, ..., Ags 1a cac tap con cta S ma
mbi tap chia ding nam diém théa man dong thai:

1. Mbi tap trong Aq, As, ..., Ags chita ding mot diém dé;

2. V6i ba diém bat ky trong S, ton tai ding mot tap A; chita ca ba diém do.

1. Tim s6 phan tit ctia S.

2. Ton tai hay khong mot tap con A; chia boén hoac nam diém dé? Vi sao?
BAI TAP 5. Cho m,n la cac sd nguyen duong 16n hon 1. Mot nhém ¢6 n hoc sinh
dugc phan hoach thanh m nhém nhé sao cho

1. Mdi nhém c6 s6 thanh vién bang nhau.

2. Hai nhém tuy y ¢6 ding mot thanh vién chung.

3. Hai thanh vién tuy y tham gia chung ding mot nhém.

Chiing minh rang 2(m + n) — 3 1a s6 chinh phuong.

BAI TAP 6. Trong mot trudng trung hoc phd thong, ¢6 2007 hoc sinh nam va 2007
hoc sinh nit. Mdi hoc sinh tham gia khong qua 100 cau lac bo & truong. Biét rang
hai hoc sinh bat ky khéc gi6i tinh déu tham gia it nhat 1 cau lac bo chung nao do.
Chitng minh réng c¢6 1 cau lac bo ma c6 it nhat 11 thanh vién nam va 11 thanh vién
nu.

2. CAC Vi DU NANG CAO (DUNG BOI DUGNG THI HOC SINH GIOI
CAP QUOC GIA)
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Vi DU 12. 1. C6 tam ca si tham gia mot chuong trinh vin nghé véi tong cong
m budi hoa nhac. Trong mdi budi hoa nhac, ¢6 4 ca si tham gia va s6 lan tham
gia clia mdi cip ca si 14 nhu nhau va bang n > 0. Tim gia tri nhé nhat cia m.

2. Cho bat giac 16i Ay, As, ..., Ag ma khong c6 ba dudng chéo nao dong quy. Giao
ctia hai duong chéo tuy ¥ duge goi 1a mot "nat". Xét tat ca cac tit gidce 16i dude
tao thanh béi bén dinh ciia bat giac da cho va cac tit giac d6 goi 1a "t giac
con". Hay x4c dinh s6 nguyén duong n nhé nhat sao cho ¢6 thé t6 mau n nit de
v6i moi 7, k phan biét thuoc {1,2,...,8} thi cac s6 s(i, k) bang nhau, véi s(i, k)
ky hiéu 1a s6 t giac con nhan A;, A; lam dinh va giao ciia hai dudng chéo 1a
mot nut duge t6 mau.

Hai quan hé qua lai van ddm bdo trong bai todn nay:

o Mdbi budi hoa nhac ¢6 4 ca si tham gia.

o Mdi cdp ca si bat ky, so lan tham gia chuong trinh vin nghé bang nhau.
Y thi hai ciia bai todn dé cho thay hinh thic bai todn thay doi, nhung bin chat khong
thay dos.
Ching minh. 1. Ta sé dém s6 bo

Z ={((A, B),C)| véi cap ca si (A, B) tham gia budi hoa nhac C}.

) 8
e Dém theo cap ca si (A, B). Ta c6 <2> cach chon ra cap hai ca si. Tw do
chon dugc ding n budi hoa nhac ma hai ca si nay tham gia chung (gid
) 8
thiét bai todn). Do d6 |Z] = n(2) = 28n.
e Dém theo budi hoa nhac C: Chon ra mot budi hoa nhac ¢é6 m cach chon.
V6i budi hoa nhac C, theo gid thiét bai todn, c6 4 ca si tham gia. Do d6 sé
4
co (2) = 6 cach chon cap ca si (4, B) C. Do vay |Z| = 6m.
R 14:n N ~ —~ . £ N
Do vay 28n = 6m = m = =5 Vi m nguyén nén n chia hét cho 3, ma n > 0
nén n > 3. Suy ra m > 14 (khi d6 méi ca si phai tham gia 7 budi hoa nhac). Ta

xay dung so do sau dé chiing t sb buoi biéu dién it nhat 1a 14.

2. Chu y rang s6 t1 giac con bang véi s6 "nat" (vi mot nut xac dinh duy nhat béi
mot tit gidc con), nén phan (b) c¢6 ban chat chinh & phan (a) véi cac tuong tng
e tam ca si ing v6i tam dinh;
e mdi budi hoa nhac c6 bdn ca si tng v6i méi tit giac con c6 bén dinh.
e mdi cap ca si hat chung s6 lan bang nhau tng v6i méi cip dinh {4, 5} 6
s6 s(i,7) bang nhau.
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BUOI
123456 [7[8[9 101112137 14

1 X[X[X X[X[X[X

2 X [X[X X [ X [X [X

3] X X [ X X [ X X [ X
CAl4]X X [ X X [ X X [ X
si [ 5 X X X [ X X X X

6 X X X X X X X

7 X X[ XX X [ X X

8 X X [ X X [ X X | X

Do do6 dap so6 bai nay 1a 14.
]

VI DU 13. Truong phu thiy va phap st Howwarts c¢6 n hoc sinh. Céc hoc sinh ctia
truong rat hiéu dong va tham gia vho nhiéu cau lac bo khac nhau. Ca truong co tat
cd m cau lac bo. Theo quy dinh ctia truong ma thay hiéu truéng Albus Dumbledore
cong bo thi mdi cau lac bo phai c6 it nhat hai thanh vién. Nghién citu danh sach cac
cau lac bo ctia truong, Harry Potternhan thay mot diéu tha vi sau day: néu hai cau
lac bd nao do6 c6 it nhat hai thanh vién chung thi hai cau lac bo sé c6 s6 thanh vién
khac nhau. Chitng minh ring m < (n — 1)2.

Bai todn van cé hai ddc trung quan trong:

o Mot hoc sinh tham gia vao nhiéu cau lac by (can co bien dé kiém sodt so lugng
cla moi cau lac bo).

e Hai cdu lac b c6 it nhat hai thanh vién chung thi cé s6 lhigng khdc nhau (do dé
can dém dai luong dién dat cdp hoc sinh cung tham gia vao mot cau lac b co
s6 phan tit cho trudc).

Gidi. V6i mdi i € {2,3,...,n}, goi a; 1a s6 cau lac bo c¢6 s6 thanh vien la 4, khi d6
theo gia thiét
m=as+ -+ ay.

V6i mdi i = 2,3,...,n ta dém
Z ={((A,B),(C)| cap hoc sinh (A, B) tham gia vao cau lac bo C,|C|=i}.

e Dém theo cau lac bop C. C6 a; cach chon C. Lay mot cau lai bo C, |C| =i nén

co (;) cach chon cdp hoc sinh (A, B) ndm trong cau lac bo C. Do d6

2] = a; <;>
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e Dém theo cdp hoc sinh (A, B). Co (Z) cach chon ra ciip hoc sinh (A, B). Néu

C1, 05 1a hai cau lac bo ma A, B cuing tham gia vao, thi theo gia thiét |C1| # |Cs
(d&n dén ctuing 1&m chi ¢6 mot trong hai cau lac bo nay c6 s6 lugng phan ti
bang 7). Do d6 v6i mdi cap (A, B) chi ¢6 < 1 cach chon cau lac bo C. Dan dén

1 1 1
Sn(”_l)(2(2—1)+3(3—1)+"'+n(n—1)>

1 1 1 1 1
:n(n—l)(l———l————+---+ __)

2 2 3 n—1 n
1
=1 (1-2) = -1)
Bai toan dugc chitng minh hoan toan. O

Vi DU 14. Mot cau lac bo hoc thuat c6 n thanh vien. Nam vira rdi, ho c6 6 budi
chuyén dé, ma mdi budi c6 5 thanh vién ding ra to chitc. Biét rang, hai buoi bat ky
chung nhau khéng qué hai thanh vién to chitc. Tim gia tri nho nhat cta n.

Tinh huong nay khd giong cdc bai trude, nhung thong tin lai cho hoi nguoc. Thay
vl cho hai thanh viéen bat ky to chitc chung bao nhiéu buoi thi dé bai lai cho hai budi
dugc to chitc bdi bao nhiéu thanh vien. Do dé thay vi dém ((A, B),C), trong dé (A, B)
la cip hoc sinh tham gia to chic buoi chuyén dé C thi ta thay doi buoi chuyén dé
(A, B) dugc to chitc bdi ngudi C

Chatng minh. Ta dém s6 bo

Z ={((A, B),C)| budi chuyén dé (A, B) dugc to chiic bdi ngusi C'}.

. . 6
e Dém theo cap (A, B). Co tat ca <2> = 15 céch chon cip (A4, B). V6i mot cach

chon cap chuyén dé A, B, theo gid thiét bai todn, c6 khong qua 2 ngusi C' ding
ra to chitc. Do d6 |Z| < 2.15 = 30.

e Dém theo thanh vién C. Goi a; 1a s6 buodi chuyén dé ma ngudi thi ¢ ding ra t6
chitc (i = 1,2,...,n). Theo gid thiét bai toan thi

a1+a2+---+an:30.
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Khi dé6 ta co

2\ 1
|Z|=<> () ---+<a2>=5(a?+a§+~--+ai—(a1+a2+---+an))
1
2

Tt hai cach dém trén, suy ra

%(%—30> <30 = n > 10.

Ta xay dyng mot mo hinh n = 10 théa man. Do d6 gia tri nhé nhat clia n 14 10. O

VI DU 15. Cho n va k la hai s6 nguyen duong va S 13 tap hop gom n diém trong
mat phang thoéa man hai tinh chat:

e Khong c6 ba diém nao trong S thing hang;

e V6i mbi diém P trong S, ton tai it nhat k£ diém khéac trong S c6 cling khoang
cach dén P.

< 1
Chitng minh rang k < 3 + Vv 2n.

Néu lay hai diém A, B bat ky trong S. Khi dé c¢é hai thong tin quan trong sau:

o Vdi moi diém P € S, ton tai k diém khdc trong S la Ay, As, ..., A, ma PA, =
PAy = .-« = PA,, tic P thuoc vao cic duong trung truc cia cic doan thding
AA(1<i<j<k).

e Theo gid thiét 1, trén moéi duong trung truc dé cé khong qud 2 diém cia S ndm
tréen.

Gidi. Dat S = {Py, P5,..., P,} 1a tap hop gom n diém va dat B la tap hop céc duong
trung truc ciia cac doan thing PP;j(1<i<j<mn). Khido

|B| < <Z)

(vi mot duong trung truc cé thé la duong trung truc chung cia nhiéu dogn thdng).
Dén day ta dém s6 lugng tap hop

Z={(M,A)| M e AJA e B va M e A}.

Ta dénh gia |Z| theo hai cach sau.
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1. Dém theo chi s6 M. C6 n cach chon diém M trong S. V6i mot cach chon diém
M, theo gia thiét thit hai, ton tai it nhat k& diém trong A c6 cuing khoang cach

den P. Do d6 M sé thudc vao it nhat (2> duong trung tryc ctia hai diem trong

. . (kK
sO nay, tic la c¢6 it nhat (2) cach chon A. Do do6

A2a(t)

2. Dém theo chi s6 A. Do A € B nén c6 khong qua (Z) cach chon A. Vé6i mdi

duong A, theo gid thiét thi 2, c6 khong qua 2 cach chon diém M € S ma

M € A. Do dé
1Z] < 2(")
2
Két hgp hai cach dém ta dugc

k 1 / 1

VI DU 16. Trong mot ki thi ¢6 @ thi sinh v s6 18 b giam khao. Mbi giam khdo danh
gia ting thi sinh v& cho két luan thi sinh d6 dd hay trugt. Gia st k 13 s6 théa méan:
v6i hai giam khéo bat ki thi s6 thi sinh ma ho cho két luan giéng nhau nhiéu nhat 13

. -1
k. Chiing minh rang E > b—
a 2b

Néu mdi doc qua thi cdm gidc bai todn nay mdi chi cé6 mot quan hé "giam khdo
vdi thi sinh" (hai gidm khdo bat ky thi s6 thi sinh ma ho cho két luan giong nhau
< k). Tuy nhién, néu dé o thi mot thi sinh vdi mot giam khdo chi cé hai truong hop:
doé hodc trugt. Do dé néu biét cé bao nhiéu gidm khdo cho thi sinh dé do, bao nhiéu
gidm khdo cho thi sinh doé trugt thi ta cé quan hé thia hai "thi sinh voi giam khado"

O

Gidi. Ta di dém s6 lugng tap hop

Z ={(A, B),x)| cap giam khéo A, B cho cung két qua véi thi sinh z}.

1. Dém theo chi s6 (A, B). C6 tat ca (Z) cach chon cip giam khao (A, B). Goi

(A, B) 1a mot cap trong s6 nay. Theo gid thiét, cap giam khao (A, B) cho két
qud gidng nhau nhiéu nhat 1& k thi sinh. Tic 14 ¢6 nhiéu nhat & cach chon x
cho cip (A, B). T d6 suy ra

Z] < k(’;) - k@ (1).
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2. Dém theo chi s6 x. C6 a cach chon thi sinh z. Xét mot thi sinh  ¢6 dinh, gia
stt m gidm khdo cho thi sinh z nay d6 0 < m < b, thi c6 b — m giam khéao cho

thi sinh nay trugt. Suy ra c6 (?) cach chon cap giam khao (A, B) cho x cung
. b—
mot két qua dau va c¢o ( 2m) cach chon cip giam khao (A, B) cho z cung

két qua trugt. Do d6 tong s6 cap giam khao (A, B) danh gia thi sinh 2 nay cling
mot két qua la:

(m)_l_(b—m) _mm =D+ b-m)b-m—1) _2m>—2mb+b—b

9 9 )= 2 9

Do dé6

2.m2 —2.mb+b2—0>
|Z| = a. 5 (2).

Tu (1) va (2) ta suy ra dugc:

b(b—1) 2.m?—2mb+b>—-b k _ 2m*—2mb+b>—0b
k > - > .
7 = 2 T ac b(b— 1) ()

Mat khéac:

2.m2 —2.bm+ b2 —b= (2‘m_b)2+2(b_ Ditnt > (6_21)2 ~ %

2

Do b 1é nén € 7, suy ra

b—1)2
2m2—25m+m2—b2( )

Tit (3) va (4) ta co:
b—1
2

Q|

>
O

Vi DU 17. Trong mot truong hoc, c6 10001 hoc sinh t6 chitc cac cau lac bo (mot
hoc sinh c6 thé tham gia nhiéu cau lac bo). Cac cau lac bo phdéi hgp véi nhau dé to
chitc cac hoat dong x4 hoi. Biét rang c6 k hoat dong xa hoi théa man:

e moi cap hoc sinh thudc ding mot cau lac bo;

e v6i moi hoc sinh va modi hoat dong xa hoi, hoc sinh nay thudoc dung mot cau lac
bo trong hoat dong xa hoi tuong ing;

e moi cau lac bo c6 mot s6 18 thanh vién va néu s6 thanh vien 1a 2m + 1 thi sé
hoat dong xa hoi la m.
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Tim tat ci cac gia tri co thé co cla k.
Bai todn nay van cé hai quan hé can co:
e mot hoc sinh tham gia nhiéu cau lac by (can cé bién dé kiém sodt);
e Moi cdp hoc sinh thuoc ding mét cau lac bo.

Tuy nhién ¢ day con cé thém gid thiét thi hai: hoc sinh thuoc cau lac b va cau lac
bo thuoc hoat dong xd hoi. Do dé sé can dém thém dai luong biéu dién quan hé nay,
ngodai viec dém cdc dai luong ciua hai quan hé quen thuoc trén.

Gidi. Ta sé dém tap
Z ={(A, B,C)| hoc sinh A tham gia vao cau lac bo B, B thuoc hoat dong xa hoi C'}.

theo hai cach.

o Dém theo cip (A,C). C6 10001 cach chon A va k cach chon C. V6i mdi cap
(A, C), theo gia thiét thit 2 thi ¢6 suy nhat mot cach chon B thoéa man. Vay

|Z| = 10001 x k.
e Dém theo cdp (B,C). Goi t la s6 cau lac bo va aq,as,...,a; 1a s6 thanh vién
clia tiing cau lac bo. Néu cau la bo B ¢6 a; thanh vien (ttc ¢6 a; cach chon A),
a; — 1

hoat dong xa hoi. Theo dicu

thi theo gia thiét thit ba, B thudc vao dung
kién thi hai thi

ai(a; —1)  asg(az —1) an(a, — 1)
7| = O L S —
& 2 + 2 + + 2
Tu day ta c6 dang thiic
—1 —1 nlan, —1
10001 — 4@ )+a2(a22 )+---+a(aT). (1)

Ta xét them mot bude dém nita bang hai cach véi s6 bo T ¢6 dang ((D, E), F) ma
hoc sinh D, E thuoc vé cau lac bo F.

e Dém theo cdu lac bo F, ta c6

ai(ay —1)  asg(az —1) an(a, —1)
T = coy Onlan = 1)
2 2 * + 2
. 10001
e Déem theo cdp hoc sinh (D, E), ta c6 T = ( 5 )
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Nhu thé, ta thu duge
aj(a; —1)  as(ag —1) an(an —1) (10001>

T =
2 + 2 e 2 2

Két hop hai két qua trén, ta dudc
1 1
10001k = ( 020 ) = k = 5000.

O

VI DU 18. Mot trung tam md ra 7 16p hoc he. Biét ring mdi hoc sinh trong trung
tam tham gia it nhat mot trong cac 16p hoc nay. S6 lieu thong ke sau 7 16p hoc cho
thay mdi 16p hoc c6 s6 hoc sinh tham dy bang nhau va bang 40. Ngoai ra ct hai 16p
hoc bat k¥ thi c6 khong qua 9 hoc sinh hoc ¢4 hai 16p d6. Ching minh rang trung
tam day hoc c6 it nhat 120 hoc sinh tham du céc 16p hoc dé.

Bai todn nay ciing cé day di hai quan hé:
e Moi hoc sinh tham gia vao it nhat mot lop hoc.
e Hai l6p hoc bat ki c6 khong qud 9 hoc sinh tham gia.

Do dé ta sé dém so luong bo ba ((A, B),x) trong dé x la thi sinh tham gia hoc cling
hai lop A, B. Tuy nhién ta cé thé trinh bay khdc di bing bing 6 vuong (thuwong goi la
ma tran lien két, rat thudn lgi cho viéc trinh bay cdc bai todn dém bing hai cdch)

Gidi. Ky hiéu n 1a s6 hoc sinh tham du céac 16p hoc d6 va véi hoc sinh thit j, ky hiéu
a;j 1a 86 16p hoc hoc sinh d6 tham gia. Ta lap bang c6 7 hang va n cot (mdi hang tng

v6i mot 16p, mbi cot ng véi mot thi sinh). O (4, 4) clia dong i va cot j duge danh
dau x néu hoc sinh j tham gia 16p 1.

Tong s6 cac dau x néu tinh theo cot 1a a1 + as + -+ - + a,, vA tong nay bing
7 x 40 = 280 (vi néu tinh theo dong, méi 16p c6 40 hoc sinh tham gia).

Bay gio ta tinh S 13 téng s6 cap (x, x) trén mdi cot.

) a; .
1. Dém theo tiung cot. Trén cot j co (5) cap, cho nén s6 S cac cap (X, X) trén n

cot la

ai as a 1 1
(2>+<2)+~-+<;>=§(ﬁ+ﬂ§+~~+ﬁ)—§My+@+~~+am.
Thay ai + as + - - - + a, = 280 va ap dung bat déng thic quen thuodc

(a1 +as+ - +a,)”

a%-l—a%—l—---—!—aiz -

2802
n

— 140.

ta co S >
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2. Dém theo cdp dong. V6i mdi cap 2 dong, chi c¢6 nhiéu 1am c6 9 cot ¢6 ciap (x, x)

. ) . 7
trén 2 dong nay, cho nén tong so cac cap (X, X) cling cot trén tat ca (2) cap

7
2 dong khong vugt qua 9(2) cap (x, x).

. 7
Tt hai cach dem trén, suy ra 9 x <2> > S. Tu day ta co

2 2
9 x 7 > 80 — 140 = n > 119.
2 2n

Vay n > 120. Bai toan dugc ching minh. ]

VI DU 19. C6 200 thi sinh tham gia trong mot cuoc thi. Ho duge dé nghi gidi 6 bai
toan. Biét rang mdi bai todn dugc gidi ding bdi it nhat 120 thi sinh. Ching minh
rang phai c6 2 thi sinh ma véi méi bai toan, cé it nhat mot trong hai thi sinh nay
gidi dugc bai toan do.

Mdc du van cé hai thong tin quan trong: mot thi sinh cé thé gidi nhiéu bai todn
khdc nhau, va moi bai toan gidi dugc it nhat 120 thi sinh. Nhung dé bai ching minh
su ton tai, ma trong cdc bai todn trude day ta thday, phuong phdp dém bang hai cdch
cho ta kich thudc cdc doi tuong. Do dé vdi nhitng bai todn khdang dinh su ton tai, ta
6 thé tiép can bang phdn ching. Dudi day trinh bay phuong phdp dém thong qua ma
tran lien két.

Gidi. Dat A = (a1, a2, ...,a200) la tap hgp 200 thi sinh tham gia cudc thi va B =
(ba, ba, ..., bg) bieu thi cho 6 bai toan. Xét ma tran lien két M kich thudc 6 x 200

11 T12 - T1,200

21 X222 - X222
M = 200

Te1r Te2 0 T6,200

_J1 néu thi sinh a; khong giai dugce bai toan b,
T = 0 trong cac hop khac.

Ta gidi bai toan bing phuong phap phan chiing. Gia st rang v6i hai thi sinh bat ky,

ton tai mot bai toan ma ca hai cing khong giai duge. Dat N 1a s6 cdc cap so6 (1,1)

cung 1 hang. Ta danh gia N theo hai cach sau.

Céach 1. Vi hai thi sinh bat ky luon ton tai mot bai todn ma cd hai cung khong gidi

duoe. Phién qua ngon ngit clia ma tran thi véi hai cot tiy ¥, luon c6 it nhat mot cap

s6 1 trong hai cot nay ma cting mot hang. Vi ¢6 ( 5 ) cach chon hai cot, suy ra

2
N> < (2)0) = 19900.
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Cdch 2. Theo gid thiét méi bai toan gidi ding bdi it nhat 120 thi sinh. Phién qua ngon
ngit ma tran suy ra moi mot hang cé to6i da 80 s6 1. Tiic 14 mdi mot hang chi ¢o toi

80 . .
da (2> cap so (1,1). Do c6 tat ca 6 hang nén

N <6 x (820> = 18960.

Tt cach dém trén suy ra 19000 < N < 18960 (vo 1y). Vay diéu phan ching la sai. Suy
ra két luan cho bai toan. O

VI DU 20. Cho tap hop M = {z1,72,...,%4n+3} 12 mOt tap hop gom 4n + 3 phan
tuva Ay, As, ..., Asnis 1a 4n+ 3 tap hgp con clia M théa méan hai diéu kién sau day:

(1) Lay bat ky n + 1 phan tit trong M thi n + 1 phan ti nay luén thuoc vao ding
mot tap A; nao d6 (1 <i <4n+ 3);

(2) |A;| >2n+1(i=1,2,...,4n + 3).

Chiing minh rang |4, 4;| =n,V1 <i# j <4n+ 3.
Day la mot bai todn thudc dang tuong tu cdc vi du trén, vdi hai gid thiét:
e 1+ 1 phan ti bat ky trong M thuoc ding vao mot tap hop.
o Moi tap hop cé it nhat 2n + 1 phan ti.

Va bai todn quan tam dén so phan té cia hai tap tuy y. Khi dé chi can dém dai luong
((A, B),x) vdi phan ti x la phan ti chung ciia hai tap A va B. Loi gidi dudi day trinh
bay theo hinh thic ma tran lien két dé ren luyén thém ki ndng trinh bay theo hudng
nay.

Gidi. Xét ma tran lien két M kich thuée (4n + 3) x (4n + 3)

M = (ai,;)
vOi
1 néuz; €A,
Qij = Z ‘ J (Z,j:1,2,,4n—|—3)
0 neuwx; € A;
Dat
4n—+3 4n—+3
ri= Y ag, L= ) ag,
j=1 i=1
khi d6 r; cho ta thong tin phan t a; thuoc vao r; tap hop trong s6 cac tap Ay, As, ..., Agpys

va [; chinh 1a s6 phan tit clia tap hop A, nghia la |A;| = [,;. Tu diéu kién tht hai ta
dugc

4n+3 4n+3 4n+3 4n+3
D=3 aij= Y |4 = (An+3).2n+1).
i=1 i=1 j=1 j=1
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Dat
S = {(:pk;Ai,Aj)m EAiﬂAj},i,j: 1,2, 4n+3,k=1,2,... 4n +3.
Ta uwdc luogng s6 phan tit ctia S theo hai cach sau.

p ) dn + 3
1. Dem theo chi so cap (A, Aj). CO ( n2+ ) cach chon cép tap hop (4;, 4;) trong

tong s6 4n + 3 tap hop. Lay hai tap A;, A;, tit diéu kien (1), thi |[A; N4, < n
nén c6 < n cach chon phan ti ;. Do d6

4
S| < ( n2—|—3> xn=mn(4n+3)(2n+1).

2. Dém theo chi so xj,. Moi phan ti z), thudc vao r, tap hop trong sb cac tap

Ay, Ag, ... Aypas. Do d6 co (T;) cach chon cap (A4;,4;). Do dé

4n+3 - 1 4n—+3 4n+3
k=1 k=1

k=1

Két hop hai cach dém trén va ap dung bat dang thiic Cauchy ta dudc

1 4n+3 4n+3
2
n(dn +3)(2n+1) > 3 (/; i — ,; rk>

. ] An+3 2 4n+3
=5 |\ 113 (; T’“) - ; T
] An+3 An+3
= —2(4n~|—3) (; Tk> (,; TE — (4n—|—3)>
> m@n +1)(4n+3)[(2n + 1)(4n + 3) — (4n + 3)]

=n(2n+1)(4n + 3).

T d6 dé dau bang xay ra dugc thi trong bat dang thic trén thi dau bing phai xay
ra trong (*), tic hai tap A;, A; bat ky giao nhau ¢6 n phan tit chung. O

VI DU 21. Ngudi ta trong hai loai cay khac nhau trén mot miéng dat hinh chi nhat
kich thuéc m x n 6 vuong (mdi 6 trong mot cay). Mot cach trong cay duge goi la an
tuong néu nhu:

e SO luong cay dugce trong ciia hai loai cay bang nhau.
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e S6 luong chénh léch clia hai loai cay trén mdi hang khong nhé hon mot nita sd
o clia hang dé6 va sd lugng chénh léch clia hai loai cay trén mdi cot khong nhd
hon mét nita s6 6 ctia cot do.

1. Hay chi ra mot cach trong cay an tuong khi m = n = 2016.

2. Chitng minh réng néu c6 mot cach trong cay an tugng thi cd m va n déu 1a boi
cua 4.

Ching minh. Ta thay mot loai cay la +1 va loai kia la —1.

1. Vis6 2016 1a s6 kha 16n, cho nén ro rang chung ta phai xét hinh chit nhat co6
kich thudc nhé hon c6 thé trong an tugng. Cau (b) ciia bai toan goi ¥ rang c6
thé trong cay an tuong trong hinh vuong 4 x 4. C6 hai céch st dung hinh vuong
nay.

e Hoic 1a ta chia hinh vuong 2016 x 2016 thanh céc hinh vuong 4 x 4 (gom
c6 504 hinh vuong loai nay).

e Hoiic 1a ta chia thanh cac hinh vuong 504 x 506 (gom c6 4 hinh vuong loai
nay).

Bang 4 x 4 6 vuong c6 mot cach trong an tugng nhu hinh duwéi day T bang 6

+1 | -1 -1 -1
+1 | +1 | -1 +1
+1 | —-1| +1 ]| +1
-1 -1] -1/} +1

vuong nay, ta ghép lai thanh bang 2016 x 2016 6 vuodng c6 cich trong cay an
tugng. Hodc ta coi mdi 6 14 mot hinh vuong 16n kich thuée 504 x 504 6 vudng
va trong trong hinh vuong tng v6i +1 (hodc —1) toan bo 504 x 504 cay loai +1
(hodc toan bo 1a —1). Va hai cach nay la hai cich trong cay thda méan yéu cau
bai toan.
2. Dé chitng minh (b), ta chitng minh ring khi c6 cach trong cay an tugng thi (ii)

déu phai tré thanh dang thic cho moi hang va cot.

e Ky hieu m™ 1a s6 hang ma s6 cay +1 nhiéu hon cay —1.

e Ky hiéu m™ 1a s6 hang ma s6 cay —1 nhiéu hon cay —1.

e Ky hi¢u mg 1& mo = min{m™*,m~}.

e Ky hiéu n™ 1 s6 cot ma sb6 cay +1 nhiéu hon cay —1.

Ky hiéu n~ 12 s6 cot ma s6 cay +1 nhiéu hon cay —1.

Ky hieu ng 1a ng = min{n*,n"}.
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Ta ky hieu S 1a s6 cac cay goi 1a zdu (14 cay trai loai v6i loai cay chiém da s6 trén
dong hodc trén cot chita n6 - day chinh la tinh chdt todn hoc cho ta loi gidi bai todn).
M&di cay tren dong +1 (dong nhiéu +1 hon —1) ¢t cot —1 (cot ¢6 nhiéu —1 hon 1a
+1) 1a mot cay xau (theo cot hosic dong) (nhu trong hinh vé, néu 6 t6 mau, giao cia
dong +1 va cot —1, néu la s6 +1 thi 14 6 xau véi cot —1, con néu 1a —1 thi 1a 6 xau
v6i dong +1, do d6 6 nay luon 1a 6 xau). Ngoai ra, 6 vuong la giao cia dong +1 va
cot +1, hodc giao ctia dong —1 va cot —1 c6 thé 1a xau hodc khong xau (nhu hinh
minh hoa, néu 6 vuong giao ctia dong +1 va cot +1 14 s6 +1 thi khong phai 14 6 xau,
nhung néu 1a s6 —1 thi 1a 6 xau (clia c&d dong va cot chita no)). T day suy ra

coOt cot
-1 +1

dong +1 H dong +1 :H

S>mTxn +m” xn'.

Thay m™, m~ bdi mg, ta c6
S > mgp.n.

Tuong tu ta c6
S > ng.m.

Cho nén

1
25 > mo.n+ng.m<|S> 3 (mon + ngm) |.

Xét mot dong +1, theo gid thiét thit 2 ctia bai toan thi
n

6 cay (+1) — S6 cay (—1) > —
{socay( ) 0 cay ( )_2 N

) / cay (—1) <
sO cay (+1) + So cay (—1) =n

On

>3

. . N . 1 <
Vi c6 m™ dong +1 nén s6 cay xau —1 trén cac dong m™ 1a < anﬂ va s6 cay +1

1 3 , . .
trén cac dong —1 khong vugt qua 5Mmn = Zm*’n, cho nén tong so cay xau theo dong

khong vugt qua
1 ++1 3 . 1
1 gMn — ymin=mon.

. . 1 . .
Tuwong ti, so cay xau theo dong khong vugt qua §m+n, cho nén so cay xau theo dong
1 . . 1
khong vugt qua gMon. Twong tu, so cay xau theo cot khong qua 5 "om- Vay suy ra

S<1 Jr1
—nogm + —mgn.
= 5o oMo
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T hai danh gia trén suy ra phai c6 ding thitc tai méi bat dang thic. Tu cac dang
thitc nay, dé dang suy ra m,n déu 1a boi ctia 4. O

Dudi day la mot s6 bai tap tw gidi dé ren luyén thém.

BAI TAP 7. Cho m sinh vien tham gia gidi n bai toan, sinh vien lam dang 1 bai
duge mot diém, lam sai khong duge diém. Nhan thay: mdi sinh vien giai duge it nhat
1 bai va méi bai c¢6 it nhat 1 sinh vién giai duge. Hon nita, néu sinh vien giai duoc
mot bai thi sé diém clia sinh vién nay bing s6 ngudi gidi duge bai d6. Chitng minh
rang m = n.

BAI TAP 8. Cho tap S gdm 2008 phan tit. Gid st Sy, 59, ..., S50 12 50 tap con cla
S théa man dong thoi cac dieu kien sau:

1. |S;| =100,Vi = 1,2,...,50;

Chiing minh rang ton tai hai tap S;, S;(1 <14 < j < 50) sao cho |S; N S;| > 4.

BAI TAP 9. Goi ay,as,...,ay 129 sb thuc, khong nhat thiét phan biet. Trung binh
cong clia 9 s6 nay 1a m. Goi N ky hiéu 1a bo ba s6 (a;,aj,ax) v6i1<i<j<k<9
sao cho a; + aj + ap > 3m. Tim gi4 tri nhé nhat cia N.

BAI TAP 10. Cho s6 nguyén duong duong n > 1, va xét n da thic Py (z),. .., Py(x)
sao cho mdi da thitc c6 3 nghiém thuyc phan biét. Goi S 1a tap hop tat ca cac nghiem
ciia phuong trinh sau

Py(x).Py(x) ... Py(x) =0.

Ngoai ra, véi moéi (4,j) ma 1 < ¢ < j < n, thi phuong trinh P;(z).Pj(z) = 0 c¢6 ding
5 nghiém phan biét.

1. Chiing minh rdng néu véi moi a,b € S, ton tai duy nhat mot chi s6 i €
{1,2,...,n} sao cho P;(a) = P;(b) =0 thin=7.

2. Chitng minh rang néu n > 7 thi

S| =2n+1.

BAI TAP 11. Trén mit phing, cho bay diém phan biet. Ngudi ta mubn vé céc
duong tron qua ding bén diém trong bay diém nay. Hoéi c6 thé vé dude nhieu nhét
bao nhiéu duong tron.

BAI TAP 12. Cho X la mot tap hop hitu han v6i | X| = n, va dit Ay, As, ..., A
la cac tap con chita 3 phan tit clia X thoa man |A; () A4, < 1 v6i moi ¢ # j. Ching
t6 ton tai tap con A ctia X chita it nhat [v/2n] phan tit ma khong nhan bat ct tap
A;(i=1,2,...,m) nao la tap con ctia né.
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BAI TAP 13. Cho n diém phan biet trong mat phang. Ching minh ring s6 cip

diém c6 khoang cach bing 1 luon nhé hon Z + £\/

3. SU PIEU CHINH CUA PHUONG PHAP PEM BANG HAI CACH
(DANH CHO HOC SINH THI VONG CHON DOI TUYEN THI QUOC

TE) C6 rit nhiéu bai todn to hop, hinh thitc phdt biéu hoi hudng dém bing hai cdch.
Nhung mot la dau bing khong xdy ra duoc (khi dp dung bat ding thic Cauchy), hodc
la dieu kién chat dp dung dém bang hai cdach khong suy ra vo lyj,. ... Vi nhing bai
todn nay ta phdi dung thuat todn diéu chinh dia phuong, hodc phdn ching va dung
thuat todn tham lam, két hop vdi Dirichlet thi bai toan mdi gidi quyét duge. Dudi day
minh hoa mot so6 bai todn nhu vay

vi DU 22. Trong mot ky thi ¢6 100 thi sinh va 24 vi giam khéo. M6i thi sinh duge
hoi béi ding 10 giam khao.

1. Ching minh rang c6 bay giam khio ma mdi thi sinh déu dugc héi béi it nhat
mot trong s6 ho.

2. Cau hoi tuong tu khi thay 24 giam khao bdi 25 giam khao.
Gids. 1. Gi4 st phan ching, titc 14 v6i bay giam khdo tly ¥ thi ludn c6 it nhat
mot thi sinh khong dugc héi béi bat ky ai trong s6 ho. Ta di dém s6 bo S

c6 dang (A1, Az, ..., A7, B) ma thi sinh B khong dugc hoi béi cac giam khao
Ay, Ag, ... Ag

(a) Dém theo gidm khdo. Ta c6

24
S > x 1
(vi ting v6i mdi bo bay giam khéo, c¢6 it nhat mot thi sinh).

(b) Dém theo thi sinh. Do mdi thi sinh dugc hdi béi 10 giam khdo, nén sé
khong dugc hoéi bdi 14 giam khao con lai. Suy ra

14
S =100 x .
Tt hai cAch dém trén, suy ra

we(2) <2

nhung dicu nay 1a vo ly. Vay diéu phan chitng sai, bai toan dugc chitng minh.
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2.

Néu thiyc hién tuong tu nhu trén, ta c6 danh gia

15 25
100 x <
()= (%)
nhung diéu nay dang. Do d6 dé giai bai toan nay, tic chi ra 7 giam khao thoa
man dé bai, ta dung thuat toin tham lam két hop véi Dirichlet.
e Goi A; 1a giam khdo héi nhiéu thi sinh nhat. Khi d6, A; phai héi it nhat
I 10 x 100
Y125
hoi boi ong ta, ta con lai 24 gidm khdo va 60 thi sinh.
e Goi Ay 1 giam khdo héi nhiéu thi nhat trong s6 40 thi sinh con lai. Khi
. 10 x 60
d6 A, phai hoi it nhat [

1 = 40 thi sinh. Loai gidm khdao nay cung vdi 40 thi sinh duoc

} = 25 thi sinh. Lai tiép tuc lam quy trinh

nhu trén.

e C1i tiép tuc quy trinh nay, ta sé tim dugc bay giam khdo A;, As,..., A;
ma mdi thi sinh duge duge héi béi it nhat mot trong s6 ho.

O

VI DU 23. Vien toan VISAM t6 chitc 6 budi chuyen dé cho n sinh vien. Mai budi
c6 dang 100 sinh vién tham gia. Biét rang khong c6 2 sinh vién ndo ma hgp lai tham
gia dit 6 budi. Tim gia tri nhé nhat cta n.

Gias.

4.

. Néu s6 sinh vién 1a n < 200. Khi d6 phai c6 mot sinh vién tham gia {

1. Néu c6 sinh vien A hoc du 5 budi chuyén dé. Khi d6 budi con lai, theo
gid thiét, c6 100 sinh vién tham gia. LAy mot sinh vién C trong s6 nay. Khi do6
hai sinh vien A, C hgp lai hoc dit 6 budi chuyén dé, mau thuin.

Néu c6 sinh vien A hoc dii 4 budi. Khi d6 hai budi chuyén dé con lai (mdi budi
100 sinh vién) phai khong giao nhau (vi néu cé sinh vien C hoc ca hai buoi
chuyén dé dé, thi A, C hgp lai hoc dii 6 budi, mau thudn). Do d6 s6 vién vién
t6i thiéu 1a 201 ngudi (1).

6 X 100}
>

4, tiic 14 phai c6 mot thi sinh hoc 4 budi, nhung theo (1) thi n > 201, mau thuén.

Ta chitng minh n = 200 théa man bai todn (vA mdi ngudi hoc 3 budi). Viéc chi
ra mot to hgp théa man khong qua khé khan.

Vay gia tri nhé nhat 1a n = 200. O

Vi DU 24. Mot cau lac bo c6 n thanh vién va ho da tham gia vio 12 budi chuyén
dé, méi budi c6 24 thanh vien tham gia. Biét ring hai thanh vién bat ky tham gia
chung khong qua mot budi. Tim gia tri nhé nhat cia n.
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Néu dém s6 bo so (A, B,C) vdi A, B la hoc sinh tham gia vao budi C thi ta cé
L , . 24 .
danh gid rat yeu va dang thic khong xay ra dugc. Cu thé la <Z) 1> 12. < 5 ) va dan

dén n > 82. DE cdi thién cdch nay, ta st dung nhan zét: "hai thanh vién bat kj tham
gia chung khong qud mot buoi, tuong duong vdi hai budi bat ki ¢é chung nhau khong
qud mot thanh vién.

Chitng minh. Ta di dém s6 bo S c¢6 dang (A4, B, C) v6i hai budi A, B ¢6 thanh vién
C tham gia chung.

. . 2 12
e Dém theo so buoi (A, B). Tacé S < (2)

e Dém theo thanh viéen, ta goi a1, as,...,a, lan luct 14 s6 budi ma thanh vien
1,2,...,n tham gia. Bang cach dém s6 lugt tham gia ta c6

a1+ as+---+a, =12.24 = 288.
Khi do

ai as Qp, 1 2 2 2
5= (3)+ (9) s () = St o289

Tt hai cich dém trén, ta suy ra dudc

12 1
(2) zS:§(a§+a§+---+ai—288):>a§+a§+---+aig420.

Néu dung Cauchy - Schwarz tryc tiép, ta c6

(a1 4+az+ - +a,)? 2882

2 2 2
ay +as+---+a, >
1 2 n= n n

Suy ra n > 198. Ddnh gid nay cdi thién rat nhiéu, tuy nhién chua phdi la két qud cudi
cung (do khong dat dugc dau bang). Can phdi lam chat hon. Ta thay v6i n > 198 thi
dugc
n

2. Nhu thé, v6i méi i € {1,2,...,n}, ta danh gia

—] =1, do d6 du doan dau bang xay ra khi cac s6 a; nhan gia tri 1a 1 hosc

(a; — 1)(a; —2) > 0=a? >3a; —2,Vi=1,2,...,n.
Tu day ta dugc

a4 a3+ +a2>Ba; —2)+ 3az —2) +---+ (3a, — 2)
=3(a1 +as+---+ay) —2n
— 3 x 288 — 2n.

Tu day tim duge n > 222. Mit khéac, vi dang thic xay ra khi c6 156 s6 a; bing 1 va
66 s6 a; bang 2, nén gia tri nhé nhat cia n biang 222. O
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Duéi day la mot so bai tap danh cho hoc sinh cé hodi bdo.

BAI TAP 14. Trong mot bang 6 vuong kich thude 999 x 999, trong dé6 mot sb 6
vuong don vi dude to bdi mau trang va nhitng 6 con lai dude t6 béi mau doé. Goi T' 13
s6 bo ba cac 6 (Cy,Ca,C3), sao cho Cq,Cs cing mot dong, va Co, C3 ciing mot cot,
v6i C1, Cs mau do, va Cy mau trang. Tim gia tri 16n nhat cta 7.

BAI TAP 15. Mot cau lac bo c6 n thanh vien v ho da tham gia vao 10 budi chuyén
dé, mdi budi c6 7 thanh vien tham gia. Biét ring hai thanh vien bat ky tham gia
chung khong qua mot budi. Tim gid tri nhé nhat ciia n.

BAI TAP 16. Co gido c6 tat ca 2016 vien keo thudc vé k loai keo khac nhau. Co
chia cho cac hoc sinh clia minh méi ngudi mot s6 vien keo va khong c6 hoc sinh nao
nhan dugde nhiéu hon mot vien keo & cing mot loai keo. Co yéu cau hai hoc sinh khac
nhau bat ky so sanh cac vién keo minh nhan duge va viét sb loai keo ma cd hai cling
c6 len bang. Biét rang mdi cap hoc sinh bat ky déu dudce len bang dung mot lan. Goi
tong cac sd dugce viét len bang 1a M. Xac dinh gia tri nhé nhat ctia M véi k = 63?7
voi k = 647

BAI TAP 17. Trén mit phing cho tap hop A gom 6 diém phan biet va tap hop
B gom 16 dudng thang phan biet. Goi m 14 s6 bo (a,b) sao cho a € A,b € B,a € b.
Chitng minh rang m < 159.

BAI TAP 18. C6 8 cai hop, mdi hop chita 6 trai banh. Tim s6 n nhé nhit sao cho
mobi trai banh tuy y déu duoc t6 bdi mot trong n mau thdéa man dong thoi hai diéu
kién:

e Trong moi hop, khong cé hai trai banh nao duge té6 cing mot mau;
e Hai hop bat ky c6 chung nhau khong qua 1 mau.
BAI TAP 19. Trong mot ky thi c¢6 11 thi sinh tham gia gidi 9 bai toan. Hai thi sinh

bat ky giai chung v6i nhau < 1 bai toan. Tim s6 & 16n nhat sao cho moi bai toan déu
c6 it nhat k thi sinh gidi dudc.

BAI TAP 20. Cho tap hop S hitu han va Ay, Ao, ..., As9 1a 50 tap con cua S thoa

S|
N 2 , Z N

tap A; deu chta it nhat 1 trong 5 phan ti doé.

méan |A;| > Vi = 1,2,...,n. Ching minh ring ton tai 5 phan t ciia S ma moi

BAI TAP 21. Cho tap hop S = {1,2,...,2019} va S1,S2,...,S410 la cac tap con
ctia S sao cho véi moi phan tit i € S, ton tai ding 40 tap hop chita i. Chiing minh rang
ton tai céc chis6 j, k,1 € {1,2,...,410} doi mot phan biét sao cho |S; N S; N Sk| < 1.

— Nhitng thong tin can dugc bdo mat: Khong c6

— Cac diéu kién can thiét dé ap dung sang kién:
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— Hoc sinh 16p 10, 11, 12 6n thi hoc sinh gidi cap tinh va cap quoc gia. Hoc
sinh ¢6 nang khiéu cap trung hoc co sd va hoc sinh giéi c¢6 nhu cau thi
chon doi tuyén thi quéc té.

— Ve gido vién: 13 nhitng gido vién cé niang lyc, truc tiép boi dudng hoc sinh
gidi on thi cac cap trung hoc co s va trung hoc phd thong. Gido vien sit
dung dé tai luén phai tim toi dé phat hién nhitng déi tuong thay déi trén
nen tang da biét.

Panh gia lgi ich thu dudc hoac du kién cé thé thu dudc do ap dung sang
kién theo y kién cia tac gia

Qua khai thac, nghién cttu va hoan thién de tai: “Khai thac phuong phap dém bing
hai cach trong giai toan t6 hop danh cho hoc sinh gidi” toi thu dude két qua sau:

Hoc sinh tiép can noi dung va kién thiic mdi mot cach dé& dang va c6 thé tu
nghién cttu dugce cac van dé méi c6 lien quan t6 hop.

Khong khi nghién citu nghiém ttc, nhiéu em hoc sinh da nam bat dugc van de.
Kha nang tu duy suy luan ctia hoc sinh dudc phat huy tét. Nhiéu em da dé
xuat cac két qua tuong tuw, md rong va van dung dude cach lam trén dé thuc
hanh hiéu qua trong cac bai toan tuong tu.

Hoc sinh c6 hing thi hoc tap hon véi mon Toan, thay duge vé dep ciia cac bai
toan t6 hop va nhitng két qua clia chiing trong thuc té.

Giam thoi gian gido vien day bodi dudng, thay vao do hoc sinh c¢6 thé tim toi
nghién cttu & nha v hoan thanh duge phan 16n chuyen de.

Phén hoi tich cyc ciia cac gido vien & cac trudng triyc tiép on thi hoc sinh gidi.
Dac biet cac truong cap 2 on thi cac hoc sinh nang khiéu cac em tiép can rat
hiéu qua va hiing khdai.
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Danh sach nhitng gido vién mén Toan da tham gia ap dung sang kién
trong qua trinh giang day 6n thi hoc sinh giéi

Ngay Trinh do | Noi dung
S6 Noai cong | Chiic
Ho va tén thang nam chuyén | cong viéc
TT tac danh
sinh mon ho tro
THPT
Chuyén | Giao Thac Ap dung
1 Lé Dang Thi 1984
Quang vién ST dé tai
Trung
THPT
Chuyén
2 | Nguyén Tat Thu 1980 Luong
Pho s1 dé tai
Thé
Vinh
THPT
T6 Thac Ap dung
3 | Kiéu Dinh Minh 1979 Chuyén
Phua Pho S1 dé tai
Tho
THCS Hiéu Cu Ap dung
Nguyén Thi Mai 1985
Tan Pha | Pho Nhan dé tai
THPT
Chuyén
Giao Thac Ap dung
Huynh Chi Hao 1964 Nguyén
vién Si dé tai
Quang
Diéu
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Chung t6i xin cam doan moi thong tin néu trong don la trung thyc, ding su that
va hoan toan chiu trach nhiém truéc phap luat.

Dong Xoai, ngdy 08 thang 12 nam 2018
Nguoi nép don

TRAN MINH HIEN
Dién thoai lién hé: 0903.073.673
Dia chi email: hiencqt@gmail.com
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Panh gia 10i ich thu dudc hoic du kién c6 thé thu dudc do ap dung
sang kién theo y kién ctia t6 chic, ca nhan da tham gia ap dung sang kién
lan dau, ké ca ap dung tha

Panh gia ctia to Toan truong THPT chuyén Quang Trung

XAC NHAN CUA TO CHUYEN MON

DPanh gia cia Truong THPT chuyén Quang Trung - ndi t6i ap dung sang
kién

XAC NHAN CUA NHA TRUONG
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